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摘　 要：将 ＶａＲ方法引入到可违约债券定价模型中，发现当可违约债券的在险价值超过确定
的边界时，债券发生违约。本文分析了违约边界可能形式，给出在无风险利率为常数时的定价公

式，提出可以利用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ来求解价格公式，并得到数值解，还分析了当无风险利率随时间变
化时的情形。
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　 　 一 、引言

信用风险主要包括违约风险和价差风险。违约风险是债务人没能力或不愿意按时进行利息或本金

支付，即债务人未能如期偿还债务造成违约给经济主体带来的风险。价差风险是由于借款人信用评级

的变动或履约能力的变化导致其债务市场价值发生变动而引起损失的可能性。

信用风险一直是银行等金融机构面临的最主要风险。在过去数十年内，关于信用风险定价的研究

文献很多。目前国际上信用风险定价方法主要有结构法（ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｏｄｅｌ）和简氏法（ｒｅｄｕｃｅｄｆｏｒｍ ｍｏｄ
ｅｌ）两种。结构法由 Ｍｅｒｔｏｎ于 １９７３ 年提出。Ｍｅｒｔｏｎ假定公司价值服从几何布朗运动，将违约时刻定义
为公司价值小于某个事先确定的边界时。他认为，违约是一种内生的变量，是可以预料的［１］。结构模

型具有非常明确的经济意义，许多学者对 Ｍｅｒｔｏｎ 模型进行了研究和推广［２ ８］。对 Ｍｅｒｔｏｎ 模型的推广主
要有三个方面：一是对违约时刻定义的推广，将违约时刻定义为价值过程首次到达一个确定的或随机的

边界，这种模型也称为首达时模型，如 Ｂｌａｃｋ和 Ｃｏｘ［２］。二是对公司价值模型的推广，将跳模型或随机波
动率引入进来，如 Ｚｈｏｕ［６］，Ｓｃｈｅｒｅ［７］，Ｆｏｕｑｕｅ［９］等。三是将随机利率引入模型中来，如 Ｓｈｉｍｋｏ［４］，Ｌｅ
ｌａｎｄ［５］等。还有许多研究者对结构模型进行了实证检验，如 Ｂｈａｒａｔｈ 等［８］。结构模型将违约事件与公司

偿还债务能力联系起来，以一种直观的方式定义了违约时间，而且该模型中可违约债券风险对冲与标准

的 ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ对冲方法相同。该模型已经成功地应用于商业中的信用风险评估，穆迪的 ＫＭＶ 公司
利用期权定价理论和Ｍｅｒｔｏｎ模型创立了违约预测模型———信用监测模型（ｃｒｅｄｉｔ ｍｏｎｉｔｏｒ ｍｏｄｅｌ），用来对
上市公司和上市银行的信用风险特别是它们的违约状况进行预测，引起了传统信用风险度量方法的一

场变革。

简氏模型可以追溯到 ２０ 世纪 ９０ 年代，Ａｒｔｚｎｅｒ、Ｄｅｌｂａｅｎ、Ｊａｒｒｏｗ、Ｔｕｒｎｂｕｌｌ、Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ、Ｌａｎｄｏ 等人都
作出过杰出的贡献［１０ １５］。相对于结构模型，简氏模型回避了对无法观察的公司价值进行建模的难题。

简氏模型认为，当违约强度达到一定条件时，公司将发生违约，一般假设违约强度过程是依赖于外生状
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态变量的一跳过程（ａ ｊｕｍｐ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ）。该模型从经济意义上反映了“违约是由宏观因子和公司特有因
素共同驱动”的现实，可以用来探究宏观因素对未定权益定价产生的影响。但由于违约过程是不可观

察的，与结构模型相比，简氏模型中违约时刻是不可预料的。

ＶａＲ即在险价值，是在一定的置信水平下、一定的时间内组合价值的最大损失值。作为一种风险
测量和管理工具，ＶａＲ方法是由 Ｇ ３０ 集团在 １９９３ 年的《衍生产品的实践和规则》报告中首次提出，并
迅速得到广泛应用［１６］。ＶａＲ方法受到了巴塞尔委员会的肯定和推荐，也得到了银行等金融机构的广泛
认同与应用。现实中一般机构投资者都利用 ＶａＲ 方法来评价和管理金融风险。对可违约债券信用风
险的管理控制也可以利用 ＶａＲ方法。随着时间的推移，债券的 ＶａＲ也在变化。当债券的在险价值高于
机构投资者所能承受的水平或高于机构投资者所认为合理的水平时，他们将会在市场上抛售此公司债

券，进而引起该债券的价格下降，直至降到合理水平。因而可以认为债券的违约时刻为该债券的在险价

值大于某一边界时刻的时候。本文将 ＶａＲ 方法引入到信用风险定价模型中，讨论可违约债券的定价
问题。

　 　 二、模型的描述与建立

（一）违约时刻分析

假设机构投资者以在险价值来评价债券投资的风险，当该债券的在险价值高于边界或高于合理水

平时，债券的风险增大，他们将在资本市场中卖出该债券。鉴于机构投资者在市场中占有较大的份额，

且在市场上具有一定的影响力和号召力，他们的决策将使得债券的价格降低，使得预期收益率升高，信

用价差增大。因此可以利用在险价值来分析债券的价格。假定债券的违约时刻定义为在险价值首次到

达某一边界时刻，当达到违约时刻时，机构投资者将会减持债券或调低债券的信用等级，以达到市场价

格与理论价格一致。

设公司 ｔ时刻的公司价值为 Ｖｔ，债券的到期时刻为 Ｔ，Ｆｔ 为 ｔ时刻的信息集合，Ｖｔ 为带域流概率空间
（Ω，Ｆ，（Ｆｔ）０≤ｔ≤Ｔ，Ｐ）上的随机过程，α为置信水平，则在 ｔ 时刻公司价值为 Ｖｔ，置信水平为 α 的在险价
值 ＶａＲ（Ｖｔ，α）定义为

Ｐ（ＶＴ≥ＶａＲ（Ｖｔ，α）｜Ｆｔ）＝ α （１）
债券的违约时刻定义为

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，ＶａＲ（Ｖｔ，α）≥Ｋ（ｔ）｝ （２）
Ｋ（ｔ）为违约边界。违约边界为机构投资者根据自己管理风险的目标而设定的边界。
（二）债券价值分析

首先分析一种比较简单的公司债券，考虑一只零息债券的当前价格，设到期时的支付为 １ 元，当前
时刻为 ｔ时刻，如果该债券违约，则投资者可以回收 Ｒ元，即回收率为 Ｒ（０ ＜ Ｒ ＜ １），无风险收益率为 ｒ，
利用风险中性定价原理，可以得到当前时刻的合理价格为

Ｃ（ｔ，Ｔ）＝ Ｅ｛１ ＞ Ｔｅｘｐ（－ ｒ（Ｔ － ｔ））＋ Ｒ１ ≤Ｔｅｘｐ（－ ｒ（ － ｔ））｝ （３）
这里的期望是在风险中性概率下取得的。此时信用价差为

ｙ（ｔ，Ｔ）＝ － １Ｔ － ｔｌｎＣ（ｔ，Ｔ）－ ｒ。

（三）违约边界分析

为了得到合理违约边界，假设公司价值过程服从几何布朗运动。根据风险中性定价原理，我们不妨

假定 Ｐ为风险中性概率，且有
ｄＶｔ ＝ ｒＶｔｄｔ ＋ σＶｔｄＢｔ，０≤ｔ≤Ｔ （４）
其中 σ为公司价值的波动率，ｒ为无风险利率，Ｂ ＝（Ｂｔ）０≤ｔ为布朗运动。利用伊托引理可以解得

ＶＴ ＝ Ｖｔｅｘｐ｛（ｒ －
１
２ σ

２）（Ｔ － ｔ）＋ σ（ＢＴ － Ｂｔ）｝ （５）
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因而

α ＝ Ｐ（ＶＴ≥ＶａＲ（Ｖｔ，α）｜Ｆｔ）＝ Ｐ（ｌｎ
ＶＴ
Ｖｔ
≥ｌｎ

ＶａＲ（Ｖｔ，α）
Ｖｔ

｜Ｆｔ）

于是有

ｌｎ
ＶＴ
Ｖｔ
＝（ｒ － １２ σ

２）（Ｔ － ｔ）＋ σ（ＢＴ － Ｂｔ）～ Ｎ（μ，σ１
２）

其中 μ ＝（ｒ － １２ σ
２）（Ｔ － ｔ），σ１

２ ＝ σ２（Ｔ － ｔ）。

记 Φα 为正态分布的下侧 α分位数，Ｐ（Ｕ≥Φα）＝ α，这里的 Ｕ 为标准正态分布。利用正态分布的
性质，可以得到

ｌｎ
ＶａＲ（Ｖｔ，α）

Ｖｔ
＝ μ －Φασ１ ＝（ｒ －

１
２ σ

２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ

也即 ＶａＲ（Ｖｔ，α）＝ Ｖｔｅｘｐ｛（ｒ －
１
２ σ

２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝ （６）

当 ｔ ＝ ０ 时，有 ＶａＲ（Ｖ０，α）＝ Ｖ０ｅｘｐ｛（ｒ －
１
２ σ

２）Ｔ －Φασ槡Ｔ｝。由式（６）我们可以得到在险价值与债

券的剩余期限（Ｔ － ｔ）之间的关系。由于违约边界 Ｋ（ｔ）为在险价值的下限，为此可以假定违约边界 Ｋ
（ｔ）也具有类似的函数关系，设

Ｋ（ｔ）＝ Ｋ ｅｘｐ｛（ｒ － １２ σ
２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝ （７）

Ｋ为一常数。

　 　 三、模型求解

对于一般的违约边界，利用（２）式、（５）式和（６）式，可得

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔｅｘｐ｛（ｒ －
１
２ σ

２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝≥Ｋ（ｔ）｝

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｂｔ≥
１
σ
ｌｎ Ｋ（ｔ）Ｖ０

＋Φα Ｔ －槡 ｔ ＋ １
σ
（
σ２
２ － ｒ）Ｔ｝

即违约时刻为布朗运动首次到达边界
１
σ
ｌｎ Ｋ（ｔ）Ｖ０

＋Φα Ｔ －槡 ｔ ＋ １
σ
（
σ２
２ － ｒ）Ｔ的时刻，此时，若能求解

出首达时 的概率密度 ｆ（ｔ），则可得到零息债券定价公式

Ｃ（ｔ，Ｔ）＝ ｅｘｐ（－ ｒ（Ｔ － ｔ））Ｐ（ ＞ Ｔ）＋ Ｒ ∫ Ｔ０ ｆ（ｓ）ｅｘｐ（－ ｒ（ｓ － ｔ））ｄｓ （８）

这里的 Ｐ（ ＞ Ｔ）为该债券不违约的概率。我们可以通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟来计算得出式（８）数值。
当违约边界满足式（７）时，违约时刻变为
＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，ＶａＲ（Ｖｔ，α）≥Ｋ（ｔ）｝

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔｅｘｐ｛（ｒ －
１
２ σ

２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝≥Ｋｅｘｐ｛（ｒ － １２ σ
２）（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝｝

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔ≥Ｋ｝＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，（ｒ －
１
２ σ

２）ｔ ＋ σＢｔ≥ｌｎ
Ｋ
Ｖ０
｝

利用线性漂移布朗运动首达时分布的结论，可以得到

Ｐ（≤ｔ）＝ Ｎ
ｌｎ（ＫＶ０

）－（ｒ － σ
２

２ ）ｔ

σ槡









ｔ
＋ ｅｘｐ（２

ｒ － σ
２

２
σ２
ｌｎ ＫＶ０

）Ｎ
－ ｌｎ ＫＶ０

－（ｒ － σ
２

２ ）ｔ

σ槡









ｔ
　 （９）

Ｎ为标准正态分布的累积分布，当 Ｋ为债券面值时，我们得到了与 Ｍｅｒｔｏｎ一样的结论：
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Ｃ（ｔ，Ｔ）＝ ＶｔＮ（ｄ１）＋ Ｋｅｘｐ（－ ｒ（Ｔ － ｔ））Ｎ（ｄ２）
［１］ （１０）

其中 ｄ１ ＝
ｌｎ（Ｖｔ ／ Ｋ）＋（ｒ ＋ σ

２ ／ ２）（Ｔ － ｔ）
σ Ｔ －槡 ｔ

，ｄ２ ＝
ｌｎ（Ｖｔ ／ Ｋ）＋（ｒ － σ

２ ／ ２）（Ｔ － ｔ）
σ Ｔ －槡 ｔ

。

根据式（８）给出的一般付息债券定价公式，若该债券在 ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ ＝ Ｔ时得到的利息分别为 ｑ１，ｑ２，
…，ｑｎ，债券的面值为 Ｆ，记 Ｂ（０，Ｔ）为债券在零时刻的价格，则该付息债券在 ０ 时刻的风险中性定价公
式为

Ｂ（０，Ｔ）＝ ∑Ｎ－１

ｉ ＝ １
ｑｉＣ（０，ｔｉ）＋（ｑｎ ＋ Ｆ）Ｃ（０，Ｔ）。

　 　 四、模型推广

在债券的有效期内，无风险利率通常不是固定不变的，而是随时间变化而变化的，因而假设无风险

利率为常数与现实差距较大，为此，我们将前述模型推广到随时间变化的无风险利率模型。设无风险利

率 ｒ（ｔ）为时间 ｔ的确定性函数，此时公司价值过程式（４）的 ｒ需要换为 ｒ（ｔ），类似于式（３），到期日为 Ｔ、
面值为 １ 元的零息债券在 ｔ时刻的价格为

Ｃ（ｔ，Ｔ）＝ Ｅ｛１ ＞ Ｔｅｘｐ（－ ∫ Ｔｔ ｒ（ｓ）ｄｓ）＋ Ｒ１ ≤Ｔｅｘｐ（－ ∫ ｔ ｒ（ｓ）ｄｓ）｝ （１１）

我们可以通过 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟来计算出式（１１）的数值。
类似于式（６），

ＶａＲ（Ｖｔ，α）＝ Ｖｔｅｘｐ｛∫
Ｔ

ｔ

ｒ（ｓ）ｄｓ － １２ σ
２（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝，

违约时刻

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔｅｘｐ｛∫ Ｔｔ ｒ（ｓ）ｄｓ － １２ σ２（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝≥Ｋ（ｔ）｝

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｂｔ≥
１
σ
ｌｎ Ｋ（ｔ）Ｖ０

＋Φα Ｔ －槡 ｔ ＋ σ２ Ｔ －
１
σ ∫

Ｔ

０
ｒ（ｓ）ｄｓ｝。

若违约边界 Ｋ（ｔ）具有类似于 ＶａＲ（Ｖｔ，α）的函数形式，则可以假设

Ｋ（ｔ）＝ Ｋｅｘｐ｛∫ Ｔｔ ｒ（ｓ）ｄｓ － １２ σ２（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝

此时，违约时刻

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔｅｘｐ｛∫ Ｔｔ ｒ（ｓ）ｄｓ － １２ σ２（Ｔ － ｔ）－Φασ Ｔ －槡 ｔ｝≥Ｋ（ｔ）｝ （１２）

＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，Ｖｔ≥Ｋ｝＝ ｉｎｆ｛ｔ≥０，∫ ｔ０ ｒ（ｓ）ｄｓ － １２ σ２ ｔ ＋ σＢｔ≥ｌｎ ＫＶ０｝
债券的风险中性定价公式为

Ｃ（ｔ，Ｔ）＝ Ｐ（ ＞ Ｔ）ｅｘｐ（－ ∫ Ｔｔ ｒ（ｓ）ｄｓ）＋ Ｒ ∫ Ｔｔ ｆ（ｕ）ｅｘｐ（－ ∫ ｕｔ ｒ（ｓ）ｄｓ）ｄｕ
其中 ｆ（ｔ）为违约时刻式（１２）的概率密度。

　 　 五、结束语

本文讨论了基于 ＶａＲ模型的违约风险债券定价问题，发现当债券的在险价值超过某一边界时，债
券将发生违约，因而可以判定违约时刻为内生的变量，是可以预料的。将市场中比较成熟的 ＶａＲ 方法
引入到风险定价中将更有利于用定价模型来管理控制信用风险。本文分析了无风险利率为常数时的债

券定价，并探讨了可能的违约边界，发现在一特殊违约边界时，模型简化为经典的 Ｍｅｒｔｏｎ 模型。本文还
探讨了当无风险利率为随时间变化的情形。由于对于一般情形的边界，给出一个解析的定价公式比较

困难，我们将在后续研究中重点分析如何利用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ方法进行计算。

—２２—
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