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摘　 要：线性空间直和分解问题在数学、力学及许多应用领域有着广泛的应用。本文利用哈

密尔顿 凯莱定理得到了 ｎ维向量空间的一个适用范围更为广泛的直和分解定理和一些重要推
论，拓展了向量空间直和分解使用范围，通过范例说明直和分解的具体方法和实际过程。
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一、引言

在抽象代数学中有许多重要定理及应用，哈密尔顿 凯莱定理就是其中之一。这个定理是凯莱在

１８５８ 年最早提出［１ ２］，通常叙述为

定理 １　 （ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ ）　 设 Ａ是数域 Ｐ上一个 ｎ × ｎ 矩阵，ｆ（λ）＝ ｄｅｔ（λＥ － Ａ）是 Ａ 的特征多
项式，则

ｆ（Ａ）＝ Ａｎ － ＴｒＡＡｎ － １ ＋… ＋（－ １）ｎｄｅｔＡＥ≡Ｏ （１． １）
线性空间直和分解问题是 ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ定理的重要应用，有许多文献讨论 ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ 定理

的推广及应用［２ ５］。线性空间直和分解问题在数学、力学、物理学及许多领域有着广泛的应用，文献［６ ９］

讨论了直和分解定理的证明与应用，得到许多有用的结果。目前，这方面的研究工作大都是围绕下面的

线性空间直和分解定理［１］展开。

定理 ２　 （直和分解定理）　 设 Ｖ是数域 Ｐ上一个 ｎ维线性空间，Ａ是 Ｖ上的线性变换，如果 Ａ的特
征多项式 ｆ（λ）在 Ｐ上具有分解式

ｆ（λ）＝ Π
ｓ

ｉ ＝ １
（λ － λ ｉ）

ｒｉ，∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｒｉ ＝ ｎ， （１． ２）

则 Ｖ具有直和分解

Ｖ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＝ Ｖ１Ｖ２…Ｖｓ，Ｖｉ ＝｛ξ ｜（Ａ － λ ｉＥ）

ｒｉξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝（ｉ ＝ １，２，…，ｓ） （１． ３）

其中，λ１，λ２，…，λｓ 是 Ｐ中互不相同的数，Ｅ是 Ｖ上的恒等变换。
但是，当数域 Ｐ不是复数域（例如实数域、有理数域等）时，线性变换的特征多项式未必总能分解为

（１． ２）的形式，因而未必有（１． ３）的直和分解。
本文利用哈密尔顿 凯莱定理给出 ｎ维向量空间的一个适用范围更为广泛的直和分解定理和一些

重要推论，拓展了向量空间直和分解使用范围，解决了线性变换的特征多项式不能分解为（１． ２）的形式
的直和分解问题。

—８７—



二、有限维线性空间直和分解的新定理

现在给出有限维线性空间直和分解的一个新结果。

定理 ３　 设 Ｖ是数域 Ｐ上一个 ｎ维线性空间，Ａ是 Ｖ上的线性变换，如果 Ａ的特征多项式 ｆ（λ）在 Ｐ
上具有分解式

ｆ（λ）＝
ｓ

ｉ ＝ １
ｈｉ（λ），ｈ１（λ），ｈ２（λ），…，ｈｓ（λ）在 Ｐ中两两互素， （２． １）

则 Ｖ具有直和分解

Ｖ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＝ Ｖ１Ｖ２…Ｖｓ，Ｖｉ ＝｛ξ ｜ ｈｉ（Ａ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝（ｉ ＝ １，２，３…，ｓ）。 （２． ２）

证明　 对（２． １）情形的特征多项式 ｆ（λ）构造多项式
ｆｉ（λ）＝∏ｊ≠ｉｈｊ（λ），（ｉ ＝ １，２，３…，ｓ）， （２． ３）

则有 ｆ１（λ），ｆ２（λ），…，ｆｓ（λ）互素，ｆｉ（λ）与 ｈｉ（λ）互素，并且 ｆ（λ）＝ ｆｉ（λ）ｈｉ（λ），（ｉ ＝ １，２，…，ｓ）。记
Ｖｉ ＝｛ξ ｜ ｈｊ（Ａ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝（ｉ ＝ １，２，３…，ｓ）， （２． ４）

于是存在数域 Ｐ上多项式 ｕ１（λ），ｕ２（λ），…，ｕｓ（λ）使得∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｆｉ（λ）ｕｉ（λ）≡１，相应地有

∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ）≡Ｅ。

从而对α∈Ｖ有，

α ＝ Ｅα ＝（∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ））α ＝ ∑

ｓ

ｉ ＝ １
ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ）α≡∑

ｓ

ｉ ＝ １
βｉ，

这里 βｉ ＝ ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ）α，（ｉ ＝ １，２，…，ｓ）。运用哈密尔顿 凯莱定理容易得到

ｈｊ（Ａ）βｉ ＝ ｈｉ（Ａ）ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ）α ＝ ｕｉ（Ａ）（ｆ（Ａ）α）＝ ｕｉ（Ａ）ο ＝ ο，（ｉ ＝ １，２，…，ｓ）
这表明 βｉ ＝ ｆｉ（Ａ）ｕｉ（Ａ）α∈Ｖｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｓ），故有分解

Ｖ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ。

下面证明这个和分解是直和分解。

设 Ｖ中零向量具有分解 ο ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
γｉ，γｉ∈Ｖｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｓ），对每一 ｊ，注意到

ｆｊ（Ａ）γｉ ＝ ο（ｉ≠ｊ）
这是因为由（２． ３）及假设条件有 ｈｉ（λ）整除 ｆｊ（λ），用 ｆｊ（Ａ）作用这个零向量分解得到

ο ＝ ｆｊ（Ａ）ο ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｆｊ（Ａ）γｉ ＝ ｆｊ（Ａ）γ ｊ。

再利用 ｆｊ（λ）与 ｈｊ（λ）互素性得知存在数域 ｐ上多项式 ｕｊ（λ），ν ｊ（λ）使得
ｕｊ（λ）ｆｊ（λ）＋ ν ｊ（λ）ｈｊ（λ）≡１，
相应地有 ｕｊ（Ａ）ｆｊ（Ａ）＋ ν ｊ（Ａ）ｈｊ（Ａ）≡Ｅ，从而有
γ ｊ ＝ Ｅγ ｊ ＝ ｕｊ（Ａ）（ｆｊ（Ａ）γ ｊ）＋ ν ｊ（Ａ）（ｈｊ（Ａ）γ ｊ）＝ ｕｊ（Ａ）ο ＋ ν ｊ（Ａ）ο ＝ ο。

因此，Ｖ中零向量对 Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｓ 具有分解唯一性。所以 Ｖ具有直和分解

Ｖ ＝∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＝ Ｖ１Ｖ２…Ｖｓ。 （２． ５）

最后由（２． ４）、（２． ５）得到（２． ２）。定理证毕
附注 １：上述直和分解定理中，由（２． ４）刻画的 Ｖ的子空间 Ｖｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｓ）可能有一个或多个零子

空间情形，但不可能全是零子空间。

事实上，由于 ｆ（Ａ）＝∏
ｓ

ｉ ＝ １
ｈｉ（Ａ）≡Ｏ，故有∏

ｓ

ｉ ＝ １
ｄｅｔｈｊ（λ）＝ ０，所以必然有 ｄｅｔｈｊ（λ）＝ ０，因而对应地 Ｖｊ ＝

｛ξ ｜ ｈｊ（Ａ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝≠Ｏ。

—９７—



附注 ２：定理 ３ 中的 ｈ１（λ），ｈ２（λ），…，ｈｓ（λ）只要求在 Ｐ 中两两互素，它们可以不是一次多项式因
式。对于 ｈ１（λ），ｈ２（λ），…，ｈｓ（λ）全为一次多项式方幂情形就是定理 ２，因此，定理 ３ 是一个比定理 ２
更一般的直和分解定理。对于含有一次多项式因式情形，我们有结果：

定理 ４　 设 Ｖ是数域 Ｐ上一个 ｎ维向量空间，Ａ是 Ｖ上的线性变换，如果 Ａ的特征多项式 ｆ（λ）在 Ｐ
上具有分解式

ｆ（λ）＝ ｐ（λ）∏
ｓ

ｉ ＝ １
（λ － λ ｉ）

ｒｉ，∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｒｉ ＝ ｎ － （ｐ（λ））， （２． ６）

多项式 ｐ（λ）在 Ｐ上无根，则 Ｖ具有直和分解

Ｖ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＋Ｗ ＝ Ｖ１Ｖ２…ＶｓＷｐ， （２． ７）

其中，λ１，λ２，…，λｓ 是 Ｐ中互不相同的数，Ｅ是 Ｖ上的恒等变换，并且
Ｖｉ ＝｛ξ ｜（Ａ － λ ｉＥ）

ｒｉξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝（ｉ ＝ １，２，…，ｓ），Ｗｐ ＝｛ξ ｜ ｐ（Ａ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝。 （２． ８）

证明　 由于 Ａ的特征多项式 ｆ（λ）在 Ｐ上具有分解式 ｆ（λ）＝ ｐ（λ）∏
ｓ

ｉ ＝ １
（λ － λ ｉ）

ｒｉ，令

ｈｉ（λ）＝（λ － λ ｉ）
ｒｉ，（ｉ ＝ １，２，３…，ｓ），ｈｓ ＋ １（λ）＝ ｐ（λ），

Ａ的特征多项式 ｆ（λ）在 Ｐ上具有分解式 ｆ（λ）＝∏
ｓ

ｉ ＝ １
ｈｉ（λ），根据假设 ｈ１（λ），ｈ２（λ），…，ｈｓ（λ）在 Ｐ 中两

两互素。记 Ｖｓ ＋ １ ＝Ｗｐ，则由定理 ３ 知有直和分解

Ｖ ＝ ∑
ｓ＋１

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＝ Ｖ１Ｖ２…ＶｓＶｓ ＋ １，

亦即有直和分解 Ｖ ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＋Ｗ ＝ Ｖ１Ｖ２…ＶｓＷｐ。定理证毕。

三、直和分解的应用

现在给出直和分解定理 ３ 的应用的两个例子。
例 １　 考虑 ４ 维线性空间 Ｖ ＝ Ｒ４ 中由矩阵 Ａ决定的线性变换 Ａ：Ａα ＝ Ａα，α∈Ｖ，的直和分解问题。

其中

Ａ ＝

１　 １　 － １　 ０
０ １ 　 ０ ３
０ ０ 　 １ ３











２ ０ － １ ２

。

此时，线性变换 Ａ的特征多项式为
ｆ（λ）＝ ｄｅｔ（λＥ － Ａ）＝（λ － １）２（λ２ － ３λ ＋ ５）， （３． １）

它在实数域 Ｒ上只有特征值 λ１ ＝ １（二重，ｒ１ ＝ ２），ｐ（λ）＝ λ
２ － ３λ ＋ ５ 在 Ｒ 上不可约。根据定理 ４，可以

计算出

Ｖ１ ＝｛ξ ｜（Ａ － Ｅ）
２ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝＝ Ｌ（β１，β２），β１ ＝（－ １，３，０，２）

Ｔ，β２ ＝（１，２，２，０）
Ｔ；

Ｖ２ ＝｛ξ ｜（Ａ
２ － ３Ａ ＋ ５Ｅ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝＝ Ｌ（β３，β４），β３ ＝（０，０，０，１）

Ｔ，β４ ＝（０，１，１，０）
Ｔ，

容易验证 β１，β２，β３，β４ 为 Ｖ的一个基。显然 Ｖ ＝ Ｒ
４ 为 Ｖ１，Ｖ２ 的直和。

应当看到，（３． １）表示的多项式不适合定理 ２，即不能用大家熟知的直和分解定理来完成上面的直
和分解问题。因此，我们的结果拓广了直和分解的应用范围。下面的例子也是这样。

例 ２　 考虑 ５ 维线性空间 Ｖ ＝ Ｒ５ 中由矩阵 Ａ决定的线性变换 Ａ：Ａα ＝ Ａα，α∈Ｖ的直和分解问题。
其中

—０８—



Ａ ＝

２　 　 － １　 　 　 ０　 　 　 ０　 　 　 ４
１ 　 ０ 　 ０ － ３ 　 ２
０ － ３ 　 ０ 　 ２ － ８
２ 　 ０ － １ 　 ２ 　 １















０ 　 １ － １ 　 ０ － ４

。

此时，线性变换 Ａ的特征多项式为
ｆ（λ）＝ ｄｅｔ（λＥ － Ａ）＝ λ（λ４ － １９λ２ ＋ ６０λ ＋ ３）。 （３． ２）
记 ｐ１（λ）＝ λ，ｐ２（λ）＝ λ

４ － ９λ２ ＋ ６０λ ＋ ３，则 ｐ１（λ），ｐ２（λ）在 Ｒ上互素。根据定理 ３，可以计算出
Ｖ１ ＝｛ξ ｜Ａξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝＝ Ｌ（β１），β１ ＝（７，６，１４，１，－ ２）

Ｔ；

Ｖ２ ＝｛ξ ｜（Ａ
４ － １９Ａ２ ＋ ６０Ａ ＋ ３Ｅ）ξ ＝ ０，ξ∈Ｖ｝＝ Ｌ（β２，β３，β４，β５），

β２ ＝（－ ８，０，０，０，１１）
Ｔ，β３ ＝（８，０，０，１１，０）

Ｔ，β４ ＝（１，０，１１，０，０）
Ｔ，β５ ＝（６，１１，０，０，０）

Ｔ。

容易验证 β１，β２，β３，β４，β５ 为 Ｖ的标准基。显然 Ｖ ＝ Ｒ
５ 为 Ｖ１，Ｖ２ 的直和。

顺便指出，不难发现，这个例子中线性变换 Ａ的特征多项式在实数域 Ｒ 上具有 ３ 个特征值 λ１ ＝ ０，
λ２≈ － ５． ４６５９５，λ３≈ － ０． ０４９２３３，但由于除 ０ 特征值外的实特征值 λ２，λ３ 都是无理数，很难利用特征子
空间 Ｖλ２，Ｖλ３进行直和分解。但本例把 Ｖ ＝ Ｒ

５ 分解为两个线性子空间的直和就比较简单了。

可见，本文利用特征多项式研究对线性空间的直和分解定理是十分必要和有用的。
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