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关于有理函数 ｋ阶导数不动点的讨论

仇惠玲

（南京审计学院 数学与统计学院，江苏 南京　 ２１００２９）

摘　 要：本文研究了有理函数导数的不动点的存在性，其结果表明有理函数导数的不动点与

该函数的零点和极点都有着密切的联系。
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一、引言和主要结果

若 ｆ（ｚ）为复平面上的亚纯函数［１］，ｋ为正整数，当 ｆ（ｚ）为超越时，其 ｋ阶导数 ｆ（ｋ）（ｚ）不动点的存在
性有下列结论：

定理 Ａ［２］　 设 ｆ（ｚ）为超越亚纯函数，且 ｎ为正整数，则［ｆｎ（ｚ）］′有无穷多个不动点。
定理 Ｂ［３］　 设 ｆ（ｚ）为一个有穷级超越亚纯函数，且 ｋ 为正整数，如果 ｆ（ｚ）的零点重数均≥ｋ ＋ １，则

ｆ（ｋ）（ｚ）有无穷多个不动点。
最近徐俊峰等人推广了上述结论［４］，给出了下面的结果：

定理 Ｃ［４］　 设 ｆ（ｚ）为超越亚纯函数，且 ｋ为正整数数，如果（１）ｆ（ｚ）的零点重数≥ｋ ＋ １，（２）ｆ（ｚ）的
极点重数≥２，则 ｆ（ｋ）（ｚ）有无穷多个不动点。

自然地，我们要问：若 ｆ（ｚ）为非超越亚纯函数（即有理函数），如果 ｆ（ｚ）满足定理 Ｃ 的条件（１）和
（２），那么 ｆ（ｋ）（ｚ）是否存在不动点呢？答案是否定的。

例 １　 设 ｆ（ｚ）＝（ｚ
２ － １）２

２ｚ２
，满足（１）ｆ（ｚ）的零点的级≥２，（２）ｆ（ｚ）的极点重数≥２ 但 ｆ′（ｚ）＝ ｚ － １

ｚ３
不

存在不动点。

上面的例 １ 表明定理 Ｃ 关于超越亚纯函数的导数存在不动点的结论不能推广到一般的亚纯函
数上。

因此我们有必要讨论有理函数当满足什么条件时，必存在不动点。本文有下列结论：

定理 １　 设 ｆ（ｚ）为有理函数且至少有两个不同的极点，ｋ为正整数，则 ｆ（ｋ）（ｚ）必存在不动点。
定理 ２　 设 ｆ（ｚ）为有理函数且只有一个极点，ｋ 为正整数。若 ｆ（ｚ）的零点重数≥ｋ ＋ １ 且满足下列

条件之一，则 ｆ（ｋ）（ｚ）必存在不动点。
（１）ｆ（ｚ）至少有三个不同的零点；
（２）ｆ（ｚ）有两个不同的零点，且 ｚ ＝ ０ 不是 ｆ（ｚ）的极点；
（３）ｆ（ｚ）只有一个零点，且 ｆ（ｚ）的极点重数≥２。
下面用三个例子分别来说明定理 ２ 中的某一个条件不满足时，ｆ（ｋ）（ｚ）就可能没有不动点。

例 １　 ｆ（ｚ）＝（ｚ
２ － １）２

２ｚ２
有两个不同的零点且重数为 ２，但 ｆ（ｚ）有一个极点为 ０，故不满足定理 ２ 中的
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条件（２），此时 ｆ′（ｚ）＝ ｚ － １
ｚ３
没有不动点。

例 ２　 ｆ（ｚ）＝（ｚ
２ － １）（ｚ２ ＋ １）２

２ｚ４
有四个不同的零点但不满足“零点重数≥２”，此时 ｆ′（ｚ）＝ ｚ ＋ ８

ｚ５
没有

不动点。

例 ３　 ｆ（ｚ）＝
（ｚ － １４ ）

４

６（ｚ － １）只有一个零点且重数为 ４，但有一个简单极点不满足定理 ２ 中的条件（３），此

时 ｆ″（ｚ）＝ ｚ ＋ １
３（ｚ － １）没有不动点。

二、一些引理

引理 １　 设有理函数 ｆ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）ｑ（ｚ）有 ｌ（ｌ≥１）个不同的极点，其中 ｐ（ｚ），ｑ（ｚ）为互质的两个多项式，

ｄｅｇｐ ＝ｍ ＜ ｄｅｇｑ ＝ ｎ，ｋ为正整数。若 ｆ（ｋ）（ｚ）＝
ｐｋ（ｚ）
ｑｋ（ｚ）

（其中 ｐｋ（ｚ），ｑｋ（ｚ）为互质的两个多项式），则 ｄｅｇｐｋ

＝ｍ ＋（ｌ － １）ｋ，ｄｅｇｑｋ ＝ ｎ ＋ ｌｋ。
证明：显然只需证明 ｋ ＝ １ 时结论成立即可。（因为 ｋ 阶导数是 ｋ － １ 阶导函数的一阶导数，由递推

即得）

因为 ｆ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）ｑ（ｚ），ｆ′（ｚ）＝
ｐ′（ｚ）ｑ（ｚ）－ ｐ（ｚ）ｑ′（ｚ）

ｑ２（ｚ）
＝
ｐ１（ｚ）
ｑ１（ｚ）

，这里 ｐ１（ｚ），ｑ１（ｚ）为互质的两个多项式。

显然 ｄｅｇｑ１（ｚ）＝ ｎ ＋ ｌ ＝ ２ｎ －（ｎ － ｌ）（因为对函数求一阶导数后极点的级要增加一阶，但不会增加新
的极点），从而 ｄｅｇｐ１（ｚ）＝ｍ ＋ ｎ － １ －（ｎ － ｌ）＝ｍ ＋ ｌ － １。证毕。

引理 ２　 设有理函数 ｆ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）
（ｚ － ａ）２

（ｐ（ｚ）为多项式且 ｐ（ａ）≠０，０≤ｄｅｇｐ ＜ ｎ），ｋ为正整数。

设 ｆ（ｋ）（ｚ）＝
ｐｋ（ｚ）
（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ

，则 ｄｅｇｐｋ ＝ ｄｅｇｐ。

证明：因为 ｆ（ｚ）只有一个极点，由引理 １得
ｄｅｇｐｋ ＝ ｄｅｇｐ ＋（ｌ － １）ｋ ＝ ｄｅｇｐ。证毕。

引理 ３　 设有理函数 ｆ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）
（ｚ － ａ）ｎ

（ｐ（ｚ）为 ｍ次多项式且 ｐ（ａ）≠０），ｎ，ｋ为正整数。若 ｆ（ｋ）（ｚ）没

有不动点，则

（１）ｍ ＝ ｎ ＋ ｋ ＋ １；

（２）ｆ（ｚ）必定可以表示成：ｆ（ｚ）＝ １
（ｋ ＋ １）！ｚ

ｋ ＋ １ ＋ Ｐｋ － １（ｚ）＋
ｃ

（ｚ － ａ）ｎ
，其中 Ｐｋ － １（ｚ）为多项式且

ｄｅｇＰｋ － １（ｚ）≤ｋ － １，ｃ为非零常数。
证明：因为 ｆ（ｋ）（ｚ）没有不动点且 ａ是 ｆ（ｋ）（ｚ）的 ｎ ＋ ｋ重极点，

所以 ｆ（ｋ）（ｚ）＝ｚ ＋
ｃ１

（ｚ －ａ）ｎ ＋ｋ
，其中 ｃ１为非零常数。

对 ｆ（ｋ）（ｚ）进行 ｋ次积分：

ｆ（ｋ － １）（ｚ）＝ １２ ｚ
２ ＋ ｄ１ ＋

ｃ２
（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ － １

，其中 ｄ１，ｃ２ 均为常数，

ｆ（ｋ － ２）（ｚ）＝ １３ ｚ
３ ＋ ｄ１ ｚ ＋ ｄ２ ＋

ｃ３
（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ － ２

，其中 ｄ１，ｄ２，ｃ３ 均为常数，

……
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ｆ′（ｚ）＝ １ｋ！ｚ
ｋ ＋

ｄ１
（ｋ － ２）！ｚ

ｋ － ２ ＋… ＋ ｄｋ － ２ ｚ ＋ ｄｋ － １ ＋
ｃｋ

（ｚ － ａ）ｎ ＋ １
，其中 ｄ１，ｄ２，…，ｄｋ － １，ｃｋ 均为常数，

ｆ（ｚ）＝ １
（ｋ ＋ １）！ｚ

ｋ ＋ １ ＋ Ｐｋ － １（ｚ）＋
ｃ

（ｚ － ａ）ｎ
，

从而（２）成立，由（２）即可推出（１）。证毕。
三、定理的证明

定理 １　 的证明：设 ｆ（ｚ）＝ Ｒ（ｚ）＋ ｐ（ｚ）ｑ（ｚ）有 ｌ（ｌ≥２）个不同的极点，

上式中 Ｒ（ｚ），ｐ（ｚ），ｑ（ｚ）均为多项式，ｐ（ｚ），ｑ（ｚ）互质且 ０≤ｄｅｇｐ ＝ｍ ＜ ｄｅｇｑ ＝ ｎ。

因此　 ｆ（ｋ）（ｚ）＝ Ｒ（ｋ）（ｚ）＋ ｐ（ｚ）ｑ（ｚ( )）
（ｋ）

。

设
ｐ（ｚ）
ｑ（ｚ( )）

（ｋ）

＝
ｐｋ（ｚ）
ｑｋ（ｚ）

（其中 ｐｋ（ｚ），ｑｋ（ｚ）为互质的两个多项式）。

若 ｆ（ｋ）（ｚ）没有不动点，则 Ｒ（ｋ）（ｚ）＝ ｚ，ｐｋ（ｚ）＝ ｃ为常数，所以 ｄｅｇｐｋ ＝ ０。
另一方面，由引理 １ 知 ｄｅｇｐｋ ＝ｍ ＋（ｌ － １）ｋ，从而 ｍ ＋（ｌ － １）ｋ ＝ ０，于是 ｌ ＝ １，矛盾。
因此 ｆ（ｋ）（ｚ）存在不动点。证毕。

定理 ２ 的证明：设 ｆ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）
（ｚ － ａ）ｎ

（ｐ（ｚ）为 ｍ次多项式且 ｐ（ａ）≠０），ｋ为正整数。

若 ｆ（ｋ）（ｚ）没有不动点，由引理 ３ 知

ｆ（ｚ）＝ １
（ｋ ＋ １）！ｚ

ｋ ＋ １ ＋ Ｐｋ － １（ｚ）＋
ｃ

（ｚ － ａ）ｎ
（１）

其中 Ｐｋ － １（ｚ）为多项式且 ｄｅｇＰｋ － １（ｚ）≤ｋ － １，ｃ为非零常数。

ｆ（ｋ － １）（ｚ）＝ １２ ｚ
２ ＋ ｃ１ ＋

ｃ２
（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ( )－ １ ＝

（ｚ２ ＋ ｃ１）（ｚ － ａ）
ｎ ＋ ｋ － １ ＋ ｃ２

２（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ － １
（２）

令 ｇ（ｚ）＝（ｚ２ ＋ ｃ１）（ｚ － ａ）
ｎ ＋ ｋ － １ ＋ ｃ２ （３）

因 ｆ（ｚ）的零点重数≥ｋ ＋ １，所以 ｆ（ｚ）的零点都是 ｆ（ｋ － １）（ｚ）的零点且重数≥２，于是 ｆ（ｚ）的零点都是
ｇ′（ｚ）的零点，而

ｇ′（ｚ）＝（ｚ － ａ）ｎ ＋ ｋ － ２（（ｎ ＋ ｋ ＋ １）ｚ２ － ２ａｚ ＋ ｃ１（ｎ ＋ ｋ － １）） （４）
因为 ａ是 ｆ（ｚ）的极点，所以由（４）知 ｆ（ｚ）至多有两个不同的零点，因此当 ｆ（ｚ）至少有三个不同的零

点时，ｆ（ｋ）（ｚ）必存在不动点。
下面对 ｆ（ｚ）的零点分两种情况讨论：
（１）若 ｆ（ｚ）只有一个零点。由引理 ３，可设

ｆ（ｚ）＝ ｃ（ｚ － ｂ）
ｎ ＋ ｋ ＋ １

（ｚ － ａ）ｎ
（５）

因为（ｚ － ｂ）ｍ ＝（ｚ － ａ ＋ ａ － ｂ）ｍ ＝（ｚ － ａ）ｍ ＋ Ｃ１ｍ（ａ － ｂ）（ｚ － ａ）
ｍ － １ ＋… ＋ Ｃｍ － １ｍ （ａ － ｂ）ｍ － １（ｚ － ａ）＋

（ａ － ｂ）ｍ （６）
由（５）和（６）得

ｆ（ｚ）＝ ｃ （ｚ － ａ）ｋ ＋ １ ＋ Ｃ １
ｎ ＋ ｋ ＋ １（ａ － ｂ）（ｚ － ａ）

ｋ ＋… ＋ Ｃ ｋ ＋ １
ｎ ＋ ｋ ＋ １（ａ － ｂ）

ｋ ＋ １ ＋ ｈ（ｚ）
（ｚ － ａ）( )ｎ （７）

其中

ｈ（ｚ）＝ Ｃｋ ＋ ２ｎ ＋ ｋ ＋ １（ａ － ｂ）
ｋ ＋ ２（ｚ － ａ）ｎ － １ ＋ Ｃｋ ＋ ３ｎ ＋ ｋ ＋ １（ａ － ｂ）

ｋ ＋ ３（ｚ － ａ）ｎ － ２ ＋… ＋ Ｃｋ ＋ ｎｎ ＋ ｋ ＋ １（ａ － ｂ）
ｋ ＋ ｎ（ｚ － ａ）＋

（ａ － ｂ）ｎ ＋ ｋ ＋ １

当 ｎ≥２ 时，ｈ（ｚ）不恒为常数，由（７）及引理 ２ 知 ｆ（ｋ）（ｚ）必存在不动点。
（２）若 ｆ（ｚ）有两个不同的零点 ｂ１，ｂ２，
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设 ｆ（ｚ）＝
ｃ（ｚ － ｂ１）

ｍ１（ｚ － ｂ２）
ｍ２

（ｚ － ａ）ｎ

由引理 ３，不妨设
ｍ１ ＋ｍ２ ＝ ｎ ＋ ｋ ＋ １ （８）
因为 ｆ（ｚ）的零点的重数≥ｋ ＋ １，所以 ｍ１≥ｋ ＋ １，ｍ２≥ｋ ＋ １，
再由（２），（３）及（７）知 ｂ１，ｂ２ 必是 ｇ′（ｚ）的简单零点，从而也是 ｆ（ｚ）的 ｋ ＋ １ 重零点，即：ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ｋ

＋ １。由 ｍ１ ＋ｍ２ ＝ ｎ ＋ ｋ ＋ １，推得 ｎ ＝ ｋ ＋ １。
令 ｓ（ｚ）＝（ｎ ＋ ｋ ＋ １）ｚ２ － ２ａｚ ＋ ｃ１（ｎ ＋ ｋ － １）（其中 ｃ１ 为常数） （９）
由（４）知 ｂ１，ｂ２ 是 ｓ（ｚ）的两个零点，因为 ｎ ＝ ｋ ＋ １，

所以 ｂ１ ＋ ｂ２ ＝
ａ
ｋ ＋ １ （１０）

另一方面，若 ｆ（ｋ）（ｚ）没有不动点，由引理 ３，ｆ（ｚ）可以表示成：

ｆ（ｚ）＝ １
（ｋ ＋ １）！

ｚｋ ＋ １ ＋ Ｐｋ － １（ｚ）＋
ｃ

（ｚ － ａ）[ ]ｎ ＝
１

（ｋ ＋ １）！（ｚ － ａ）ｎ
［ｚｋ ＋ １（ｚ － ａ）ｎ ＋ Ｐｋ － １（ｚ）（ｚ － ａ）

ｎ ＋ ｃ］＝

１
（ｋ ＋ １）！（ｚ － ａ）ｎ

［ｚｎ ＋ ｋ ＋ １ － ｎａｚｎ ＋ ｋ ＋…］ （１１）

由（８），（１１）及 ｍ１ ＝ｍ２ ＝ ｋ ＋ １，ｎ ＝ ｋ ＋ １ 可知，
ｂ１ ＋ ｂ２ ＝ ａ （１２）
因为 ｋ≥１，由（１０）和（１２）可得 ａ ＝ ０。
所以当 ａ≠０ 时，ｆ（ｋ）（ｚ）必存在不动点。证毕。
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